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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

➢ Ανάλυση διανύσματος: 

✓ 
→ → →

 = −  

✓ 
→ → →

 = +  

➢ Διανυσματικη ακτίνα μέσου Μ ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ: 

2

→ →
→ +
 =  

➢ Τριγωνική ανισότητα: 

Για τα μέτρα (μήκη) των διανυσμάτων 𝛼⃗, 𝛽, 𝛼⃗ + 𝛽 ισχύουν ότι: 

||𝛼⃗| − |𝛽|| ≤ |𝛼⃗ + 𝛽| ≤ |𝛼⃗| + |𝛽| 

✓ Η ισότητα |𝛼⃗ + 𝛽| = |𝛼⃗| + |𝛽| ισχύει μόνο όταν 𝛼⃗ ↑↑ 𝛽 

✓ Η ισότητα ||𝛼⃗| − |𝛽|| = |𝛼⃗ + 𝛽| ισχύει μόνο όταν 𝛼⃗ ↑↓ 𝛽 

Στην περίπτωση που 𝛼⃗, 𝛽 δεν είναι συγγραμμικά  ισχύει ότι:  

||𝛼⃗| − |𝛽|| < |𝛼⃗ + 𝛽| < |𝛼⃗| + |𝛽| 

➢ Ιδιότητες πολλαπλασιασμού αριθμού με διάνυσμα : 

i. 𝜆(𝛼⃗ + 𝛽) = 𝜆𝛼⃗ + 𝜆𝛽 

ii. (𝜆 + 𝜇)𝛼⃗ = 𝜆𝛼⃗ + 𝜇𝛼⃗ 

iii. 𝜆(𝜇𝛼⃗) = (𝜆𝜇)𝛼⃗ = 𝜇(𝜆𝛼⃗) 

iv. 0 0 
→ →

=  =  ή 0
→ →

=  

v. (−𝜆)𝛼⃗ = 𝜆(−𝛼⃗) = −(𝜆𝛼⃗) 

vi. Αν 𝜆𝛼⃗ = 𝜆𝛽 και 𝜆 ≠ 0 τότε 𝛼⃗ = 𝛽 

vii. Αν 𝜆𝛼⃗ = 𝜇𝛼⃗ και 0
→ →

  τότε 𝜆 = 𝜇 

 

➢ Συνθήκη παραλληλίας διανυσμάτων : 

Αν 𝛼⃗ , 𝛽 είναι δυο  διανύσματα με 0
→ →

  τότε ισχύει η ισοδυναμία : 

 𝛼⃗||𝛽 ⇔ 𝛼⃗ =  𝜆𝛽   με 𝜆 ∈ ℝ. 
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➢ Συνευθειακά σημεία: 

Τα Α , Β , Γ είναι συνευθειακά αν και μόνο αν υπάρχει :IR 
→ →

  =   

 

➢ Συντεταγμένες γραμμικού συνδυασμού διανυσμάτων : 

Αν 𝛼⃗ = (𝑥1, 𝑦1) και 𝛽 = (𝑥2, 𝑦2) αντίστοιχα τότε :  

i. 𝛼⃗ + 𝛽 = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2) 

ii. 𝜆𝛼⃗ = (𝜆𝑥1, 𝜆𝑦1) 

iii. 
1 2α=β x x =  και 

1 2y y=  

iv. 
1α=0 0x =  και 1y 0=  

➢ Συντεταγμένες διανύσματος με γνωστά άκρα: 

Αν 𝛢(𝑥1, 𝑦1) και 𝛣(𝑥2, 𝑦2) δύο διαφορετικά σημεία του επιπέδου τότε : 

( )2 1 2 1AB ,x x y y
→

= − −  

➢ Μέτρο διανύσματος: 

Έστω  𝛼⃗ = (𝑥, 𝑦) τότε |𝛼⃗| = √𝑥2 + 𝑦2. 

➢ Απόσταση δύο σημείων του επιπέδου : 
Αν 𝛢(𝑥1, 𝑦1) και 𝛣(𝑥2, 𝑦2) δύο διαφορετικά σημεία του επιπέδου τότε  

η απόσταση των δύο σημείων είναι ίση με : 

(𝛢𝛣) = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2. 

➢ Συντεταγμένες μέσου τμήματος : 

Αν 𝛢(𝑥1, 𝑦1) και 𝛣(𝑥2, 𝑦2) δύο διαφορετικά σημεία του επιπέδου και  

Μ το μέσο του ΑΒ τότε : 1 2 1 2Μ ,
2 2

x x y y+ + 
 
 

. 

➢ Συνθήκη παραλληλίας διανυσμάτων : 

 𝛼⃗||𝛽 det , 0 
→ → 

 = 
 

 

➢ Συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος: 

Το πηλίκο  
𝑦

𝑥
  της τεταγμένης προς την τετμημένη του διανύσματος 

 𝛼⃗ = (𝑥, 𝑦)  με x ≠0 ονομάζεται συντελεστής διεύθυνσης του 𝛼⃗  και 

συμβολίζεται με λ δηλαδή : 𝜆 =
𝑦

𝑥
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✓ Αν α 0
→ →

  τότε: 1) α// 0x x

→

→

  =  

                        2) α// y y
→

   δεν ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης. 

✓ Αν 𝛼⃗ , 𝛽  δυο διανύσματα με συντελεστές διεύθυνσης 𝜆𝛼⃗⃗⃗ και 𝜆𝛽⃗⃗⃗  τότε:         

1) 𝛼⃗//𝛽 ⇔ 𝜆𝛼⃗⃗⃗ = 𝜆𝛽⃗⃗⃗ 

         2) 𝛼⃗ ⊥ 𝛽 ⇔ 𝜆𝛼⃗⃗⃗  ∙ 𝜆𝛽⃗⃗⃗ = −1  , , 0
 
 → →   

➢ Εσωτερικό γινόμενο δυο διανυσμάτων 𝛼⃗ και 𝛽: 

     Ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο δυο μη μηδενικών διανυσμάτων  𝛼⃗ και    

𝛽 και το συμβολίζουμε με 𝛼⃗ ∙ 𝛽 τον αριθμό :   𝛼⃗ ∙ 𝛽 = |𝛼⃗| ∙ |𝛽| ∙ 𝜎𝜐𝜈 (𝛼⃗, 𝛽
̂

)                    

✓ Αν 𝛼⃗ = 0⃗⃗ ή  𝛽 = 0⃗⃗ τότε  𝛼⃗ ∙ 𝛽 = 0 

➢ Ιδιότητες εσωτερικού γινομένου 

i.  𝛼⃗ ∙ 𝛽 = 𝛽 ∙ 𝛼⃗    (Αντιμεταθετική ιδιότητα) 

ii.  𝛼⃗ ∙ (𝛽 + 𝛾) = 𝛼⃗ ∙ 𝛽 + 𝛼⃗ ∙ 𝛾 

iii. α α α     
→ → → → → →     
  =   =       

     
 

iv.   𝛼⃗ ∙ 𝛼⃗ = |𝛼⃗|2 = 𝛼⃗2 

v. 𝛼⃗ ⊥ 𝛽 ⇔ 𝛼⃗ ∙ 𝛽 = 0 

vi. α α α  
→ → → → → →

  =   

vii. α α α  
→ → → → → →

  = −   

viii. Αν 𝛼⃗ = (𝑥1, 𝑦1) και 𝛽 = (𝑥2, 𝑦2) τότε: 

1) 𝛼⃗ ∙ 𝛽 = 𝑥1 ∙ 𝑥2 + 𝑦1 ∙ 𝑦2    2) 1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

,
x x y y

x y x y
  

→ →   + 
=  

+  + 
 

ix.    
→ → → →

    

x. 

2 2 2

   
→ → → → 
   

 
 

xi.      
→ → → → → →   
       

   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 ΕΥΘΕΙΑ 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

➢ Συντελεστή διεύθυνσης λ ή κλίση της ευθείας ε ορίζουμε την εφαπτομένη 

της γωνίας ω που σχηματίζει η ε με τον άξονα xx΄   ( 𝜆 = 𝜀𝜑𝜔̂). 

✓ Αν η ευθεία ε είναι κάθετη στον άξονα xx΄ ο συντελεστής διεύθυνσης 

της ε δεν ορίζεται. 

✓ Αν  0 ≤ 𝜔̂ <
𝜋

2
   τότε  λ≥0. 

✓ Αν   
𝜋

2
< 𝜔̂ < 𝜋  τότε  λ < 0. 

✓ Όταν μια ευθεία  και ένα διάνυσμα είναι παράλληλα έχουν το ίδιο 

συντελεστή διεύθυνσης. 

✓ Ο συντελεστής διεύθυνσης λ μιας ευθείας που διέρχεται από τα σημεία 

𝛢(𝑥1, 𝑦1) και 𝛣(𝑥2, 𝑦2) με  𝑥1 ≠ 𝑥2 είναι 𝜆 =
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
 

✓ Αν 𝜀1 , 𝜀2 ευθείες με συντελεστές διεύθυνσης 𝜆1 , 𝜆2 αντίστοιχα τότε 

έχουμε: 

𝜀1 ∥ 𝜀2 ⇔ 𝜆1 = 𝜆2 

𝜀1 ⊥ 𝜀2 ⇔ 𝜆1 ∙ 𝜆2 = −1 

➢ Εξίσωση ευθείας ε που διέρχεται από σταθερό σημείο 𝛢(𝑥0, 𝑦0) και έχει 

γνωστό συντελεστή διεύθυνσης λ:        ε: 𝑦 − 𝑦0 = 𝜆(𝑥 − 𝑥0) 

➢ Εξίσωση ευθείας ε που διέρχεται από δυο σταθερά σημεία  και 

2 2( , )B x y  με 1 2x x :              ε :  𝑦 − 𝑦1 =
𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1
(𝑥 − 𝑥1) 

➢ Παρατηρήσεις: 

i. Αν η ευθεία ε είναι παράλληλη προς τον άξονα y΄y και διέρχεται από το 

σημείο 𝛢(𝑥0, 𝑦0) έχει εξίσωση 𝑥 = 𝑥0.(σχήμα 1ο ) 

ii.   Αν η ευθεία ε είναι παράλληλη προς τον άξονα x΄x και διέρχεται από 

το σημείο 𝛢(𝑥0, 𝑦0) έχει εξίσωση 𝑦 = 𝑦0. (σχήμα 2ο ) 

iii. Η εξίσωση της ευθείας ε που τέμνει τον άξονα yy΄ στο σημείο 𝛢(0, 𝛽) 

και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ είναι 𝑦 = 𝜆𝑥 + 𝛽. (Σχήμα 3ο ) 

iv. Η εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από τη αρχή των αξόνων και 

έχει συντελεστή διεύθυνσης λ είναι η  𝑦 = 𝜆𝑥. (Σχήμα 4ο ) 

1, 1( )A x y
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➢ Η εξίσωση της διχοτόμου της γωνίας ˆxOy είναι : y=x 

➢ Η εξίσωση της διχοτόμου της γωνίας ˆx Oy είναι : y= -x  

➢ Ο άξονας x x έχει εξίσωση : y=0 

➢ Ο άξονας y y έχει εξίσωση : x=0 

➢ Γενική μορφή εξίσωσης ευθείας : Ax+By+Γ=0  με A 0 ή 0  

✓ Η ευθεία με εξίσωση Ax+By+Γ=0  A 0 ή 0 είναι παράλληλη 

στο διάνυσμα ( ),
→

=  − . 

✓ Η ευθεία με εξίσωση Ax+By+Γ=0  A 0 ή 0 είναι κάθετη στο 

διάνυσμα ( ),
→

=   . 

✓ Η ευθεία με εξίσωση Ax+By+Γ=0 A 0 ή 0 έχει συντελεστή 

διεύθυνσης λ μόνο αν 0 και ισούται με 
−

=


. 

✓ Η ευθεία με εξίσωση Ax+By+Γ=0 A 0 ή 0 είναι παράλληλη 

στον άξονα x΄x αν και μόνο αν Α=0. 

✓ Η ευθεία με εξίσωση Ax+By+Γ=0 A 0 ή 0 είναι παράλληλη 

στον άξονα y΄y αν και μόνο αν Β=0. 

✓ Η ευθεία με εξίσωση Ax+By+Γ=0 A 0 ή 0 διέρχεται από την 

αρχή των αξόνων ανα και μόνο αν Γ=0. 

✓ Η εξίσωση Ax+By+Γ=0  δεν παριστάνει ευθεία αν και μόνο αν  

Α=0 και Β=0. 

 

➢ Απόσταση σημείου από ευθεία: 

Έστω (𝜀) μια ευθεία του καρτεσιανού επιπέδου με εξίσωση  

𝛢𝑥 + 𝛣𝑦 + 𝛤 = 0 και 𝛭(𝑥0, 𝑦0) ένα σημείο εκτός αυτής. Τότε: 

𝑑(𝑀, 𝜀) =
|𝛢𝑥0+𝛣𝑦0+𝛤|

√𝛢2+𝛣2
. 

➢ Εμβαδόν τριγώνου: 

Έστω 𝛢(𝑥1, 𝑦1) ,  𝐵(𝑥2, 𝑦2) και 𝛤(𝑥3, 𝑦3) τρία σημεία του καρτεσιανού 

επιπέδου. Τότε: :  (𝐴𝐵𝛤) =
1

2
|𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝛤⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )|. 

A(0,β) 
xo 

yo 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

➢ Κύκλος είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που 

ισαπέχουν από ένα σταθερό σημείο. 

➢ Εξίσωση κύκλου με κέντρο O(0,0) και ακτίνα ρ:  2 2 2C : x y + =  

➢ Εφαπτομένη ε κύκλου  C  με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ  στο σημείο 

επαφής Μ(x1 , y1):   
2

1 1ε : xx yy + =  

➢ Εξίσωση κύκλου με κέντρο K(x0 , y0) και ακτίνα ρ : 

( ) ( )
2 2 2

oC : x x oy y − + − =  

➢ Εξίσωση της μορφής  x2 + y2 + Αx + Βy + Γ = 0: 

✓ Αν Α2 + Β2 − 4Γ > 0 τότε η εξίσωση παριστάνει κύκλο με κέντρο   

Κ (−
Α

2
, −

Β

2
) και ακτίνα ρ =

√Α2+Β2−4Γ

2
 

✓ Αν Α2 + Β2 − 4Γ = 0 τότε η εξίσωση παριστάνει το σημείο Κ (−
Α

2
, −

Β

2
) 

✓ Αν Α2 + Β2 − 4Γ < 0 τότε η εξίσωση είναι αδύνατη δηλαδή παριστάνει  

το κενό σύνολο. 

 

➢ Σχετικές Θέσεις ευθείας (ε) και κύκλου C με κέντρο K(x0 , y0) και ακτίνα ρ. 

✓ Η ευθεία (ε) δεν έχει κανένα κοινό σημείο με τον κύκλο C  αν και 

μόνο αν                              d(K, ε) > ρ 

• Η ευθεία (ε) λέγεται εξωτερική ευθεία του κύκλου C. 

✓ Η ευθεία (ε)  έχει δύο κοινά σημεία με τον κύκλο C  αν και μόνο αν  

d(K, ε) < ρ 

• Η ευθεία (ε)  λέγεται τέμνουσα ευθεία του κύκλου C . 

✓ Η ευθεία (ε)  έχει ένα κοινό σημείο με τον κύκλο C  αν και μόνο αν   

d(K, ε) = ρ 

• Η ευθεία (ε)  λέγεται εφαπτομένη  ευθεία του κύκλου C . 
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