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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3   ΤΡΙΓΩΝΑ 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

➢ Κριτήρια ισότητας τριγώνων  

1ο  κριτήριο(Π-Γ-Π) :Αν δυο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία                   

και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες τότε είναι ίσα. 

2ο  κριτήριο(Γ-Π-Γ) :Αν δυο τρίγωνα έχουν μια πλευρά ίση και τις 

προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς μία τότε 

είναι ίσα. 

3ο  κριτήριο(Π-Π-Π) :Αν δυο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς  

μία τότε τα τρίγωνα είναι ίσα. 

➢ Κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων 

Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν: 

• Δύο ομόλογες πλευρές τους ίσες μία προς μία ή 

• Μία πλευρά και την προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μία 

προς μία. 

➢ Η διάμεσος ισοσκελούς τριγώνου που αντιστοιχεί στη βάση του είναι    

διχοτόμος και ύψος. 

➢ Δυο χορδές ενός κύκλου είναι ίσες αν και μόνο αν τα αποστήματά τους 

είναι ίσα. 

➢ Τριγωνική ανισότητα 

    Κάθε πλευρά τριγώνου είναι μικρότερη από το άθροισμα των δύο άλλων   

πλευρών του και μεγαλύτερη από την απόλυτη τιμή της διαφοράς τους. 

➢ Τα εφαπτόμενα τμήματα κύκλου που άγονται από σημείο εκτός αυτού είναι      

ίσα μεταξύ τους.    

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4   ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

➢ Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν: 

• δύο εντός εναλλάξ γωνίες ίσες ή 

• δύο εντός ,εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες ίσες ή 

• δύο εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες παραπληρωματικές 

τότε είναι παράλληλες. 

➢ Αίτημα παραλληλιας 

    Από σημείο εκτός ευθείας άγεται μία μόνο παράλληλη προς αυτή. 
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➢ Το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές (180ο). 

➢ Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι ίση με το άθροισμα των δύο απέναντι   

εσωτερικών γωνιών του τριγώνου. 

➢ Το άθροισμα των γωνιών κυρτού ν-γώνου σε μοίρες είναι ( )2ν-4 90 . 

➢ Το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών κυρτού ν-γώνου είναι 4 ορθές (360ο). 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5   ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ-ΤΡΑΠΕΖΙΑ 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

➢ Παραλληλόγραμμο  

• Ορισμός: Παραλληλόγραμμο ονομάζεται το τετράπλευρο που έχει τις            

απένατι πλευρές του παράλληλες. 

• Ιδιότητες: Ένα παραλληλόγραμμο έχει: 

1. Απέναντι πλευρές ίσες. 

2. Απέναντι γωνίες ίσες. 

3. Διαγωνίους που διχοτομούνται. 

• Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο παραλληλόγραμμο: Για να 

δείξουμε οτι ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο αρκεί να δείξουμε 

οτι έχει: 

1. τις απέναντι πλευρές του παράλληλες ή 

2. τις απέναντι πλευρές του ίσες ή 

3. τις απέναντι γωνίες του ίσες ή 

4. διαγωνίους που διχοτομούνται ή 

5. δύο απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες. 

 

➢ Ορθογώνιο 

• Ορισμός: Ορθογώνιο ονομάζεται το παραλληλόγραμμο που έχει μία 

ορθή γωνία. 

• Ιδιότητες: Ένα ορθογώνιο έχει όλες τις ιδιότητες του  

                  παραλληλογράμμου και δύο επιπλέον:                                                                                                                    

1. Όλες του οι γωνίες είναι ορθές. 

2. Οι διαγώνιοί του είναι ίσες. 

• Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο ορθογώνιο: Για να δείξουμε 

οτι ένα τετράπλευρο είναι ορθογώνιο αρκεί να δείξουμε οτι: 

1. έχει τρεις γωνίες ορθές ή 

2. έχει όλες του τις γωνίες ίσες ή 

3. είναι παραλληλόγραμμο με μια ορθή γωνία ή 

4. είναι παραλληλόγραμμο με ίσες διαγωνίους. 

 

➢ Ρόμβος 

• Ορισμός: Ρόμβος ονομάζεται το παραλληλόγραμμο που έχει δύο 

διαδοχικές πλευρές του ίσες. 
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• Ιδιότητες: Ένας ρόμβος έχει όλες τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου 

                  και τρεις επιπλέον:                                                                                                        

1. Όλες του οι πλευρές είναι ίσες. 

2. Οι διαγώνιοί του τέμνονται κάθετα. 

3. Οι διαγώνιοί του διχοτομούν τις γωνίες του. 

• Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο ρόμβος: Για να δείξουμε οτι 

ένα τετράπλευρο είναι ρόμβος αρκεί να δείξουμε οτι: 

1. έχει όλες τις πλευρές του ίσες ή 

2. είναι παραλληλόγραμμο και δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες ή 

3. είναι παραλληλόγραμμο και μία διαγώνιός του διχοτομεί μιά γωνία 

του ή 

4. είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιοί του τέμνονται κάθετα. 

 

➢ Τετράγωνο 

• Ορισμός: τετράγωνο ονομάζεται το παραλληλόγραμμο που είναι 

ταυτόχρονα ορθογώνιο και ρόμβος.. 

• Ιδιότητες: Ένα τετράγωνο έχει όλες τις ιδιότητες του 

παραλληλογράμμου, τις δύο επιπλέον ιδιότητες του ορθογωνίου και τις 

τρεις επιπλέον ιδιότητες του ρόμβου. 

• Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο τετράγωνο: Για να δείξουμε 

οτι ένα τετράπλευρο είναι τετράγωνο αρκεί να δείξουμε οτι είναι 

παραλληλογραμμο και επιπλέον οτι έχει μία ιδιότητα του ορθογωνίου και 

μία του ρόμβου. 

 

➢ Τραπέζιο 

• Ορισμός 1: τραπέζιο ονομάζεται το τετράπλευρο που έχει τις δύο μόνο 

απέναντι πλευρές του παράλληλες. 

• Ορισμός 2: ισοσκελές τραπέζιο ονομάζεται το τραπέζιο που έχει τις μη 

παράλληλες πλευρές του ίσες. 

• Ορισμός 3: διάμεσος τραπεζίου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που  

συνδέει τα μέσα των μη παράλληλων πλευρών του τραπεζίου. 

• Ιδιότητες: 

1. Η διάμεσος του τραπεζίου είναι παράλληλη στις βάσεις του και 

ισούται με το ημιάθροισμά τους. 

2. Το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα μέσα των διαγωνίων 

τραπεζίου είναι παράλληλο στις βάσεις του και ισούται με την 

ημιδιαφορά τους. 

3. Στο ισοσκελές τραπέζιο οι διαγώνιοί του είναι ίσες και οι γωνίες που 

πρόσκεινται στις βάσεις του είναι ίσες. 

• Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο ισοσκελές τραπέζιο: Για να 

δείξουμε οτι ένα τετράπλευρο είναι ισοσκελές τραπέζιο αρκεί να δείξουμε 

οτι είναι τραπέζιο (έχει δύο απέναντι πλευρές παράλληλες) και επιπλέον: 

1. Οτι έχει ίσες διαγωνίους ή 
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2. Οτι οι γωνίες που πρόσκεινται σε μια βάση του είναι ίσες. 

➢ Εφαρμογές των παραλληλογράμμων στα τρίγωνα 

• Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα δύο πλεύρων τριγώνου είναι 

παράλληλο και ίσο με το μισό της τρίτης πλευράς. 

• Αν μιά ευθεία είναι παράλληλη σε μία πλευρά τριγώνου και διέρχεται από 

το μέσο μιάς αλλης πλευράς του τότε θα διέρχεται και από το μέσο της 

τρίτης πλευράς. 

• Η διάμεσος ορθογωνίου τριγώνου που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

ισούται με το μισό της υποτείνουσας και αντίστροφα, αν η διάμεσος ενός 

τριγώνου ισούται με το μισό της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί τότε το 

τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 

• Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο μία γωνία του είναι 30ο τότε η απέναντι κάθετη 

ισούται με το μισό της υποτείνουσας και αντίστροφα, αν σε ορθογώνιο 

τρίγωνο μία κάθετη πλευρά ισούται με το μισό της υποτείνουσας τότε η 

απέναντι οξεία γωνία είναι 30ο.  

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6   ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΣΧΗΜΑΤΑ 

ΒΑΣΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

➢ Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό της επίκεντρης γωνίας που           

βαίνει στο ίδιο τόξο. 

➢ Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή. 

➢ Οι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο ή σε ίσα τόξα του ίδιου ή 

ίσων κύκλων είναι ίσες και αντίστροφα. 

➢ Η γωνία που σχηματίζεται από μία χορδή κύκλου και την εφαπτομένη στο 

άκρο της χορδής ισούται με την εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο της 

χορδής. 

➢ Ορισμός: Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραμμένο σε κύκλο, αν οι 

κορυφές του είναι σημεία του κύκλου και ο κύκλος στον οποίο είναι 

εγγεγραμμένο ένα τετράπλευρο λέγεται περιγεγραμμένος κύκλος του 

τετραπλεύρου. 

➢ Ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο(Ο, R) έχει τις 

ακόλουθες ιδιότητες: 

1.  Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές. 

2. Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες. 

➢ Κάθε εξωτερική γωνία ενός εγγεγραμμένου τετραπλεύρου ισούται με την 

απέναντι εσωτερική γωνία του. 

➢ Ορισμός: Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιμο όταν μπορεί να γραφεί 

κύκλος που να διέρχεται και από τις τέσσερις κορυφές του. 

➢ Ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο σε κύκλο, αν ισχύει μία από τις 

ακόλουθες προτάσεις: 

1. Δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές. 

2. Μία πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες. 
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3. Μία εξωτερική του γωνία ισούται με την απέναντι εσωτερική γωνία του 

τετραπλεύρου. 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και στην προέκταση της ΓΒ (προς το Β) 

θεωρουμε σημείο Δ τετοιο ώστε ΒΔ = ΒΓ, ενώ στην προέκταση της ΒΓ    

(προς το Γ) θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο ώστε ΓΕ = ΒΓ. Φέρουμε την κάθετη 

στην ΕΔ στο σημείο Ε, η οποία τέμνει την προέκταση της ΔΑ στο Ζ. 

α. Να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΓΑΕ και ΒΔΑ.  

β. Να αποδείξετε ότι η ΓΖ είναι μεσοκάθετος του ΑΕ.  

γ. Να αποδείξετε ότι ΑΒ//ΓΖ. 

 

ΛΥΣΗ: 

  

α. Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο ισχύει ότι ˆ ˆ ˆΒΑΓ=ΑΒΓ=ΑΓΒ=60Ο .             

Οι ˆΑΒΔκαι ˆΑΓΕ  είναι παραπληρωματικές των ˆΑΒΓκαι ˆΑΓΒ , αντίστοιχα. 

Άρα είναι ˆΑΒΔ= ˆΑΓΕ  =180Ο –60Ο = 120Ο .Επίσης, ισχύει ότι  
ΑΒ=ΒΔ=AΓ=ΓE, οπότε τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα                   
(λόγω του Π-Γ-Π) και ισοσκελή. Αν συμβολίσουμε με ω κάθε μια από τις 
γωνίες που αντιστοιχούν στις βάσεις τους, τότε από το άθροισμα των 

γωνιών του τριγώνου ΑΒΔ βρίσκουμε: ˆΑΒΔ+ ˆΑΔΒ  + ˆΔΑΒ= 180Ο   

120Ο + 2ω = 180Ο  2ω = 60Ο  ω = 30ο . 
 

β. Είναι ˆΔΑΓ= ˆΔΑΒ  + ˆΒΑΓ  = 30Ο + 60Ο = 90Ο . Άρα ΓΑ⊥ΑΔ, οπότε       
ˆΓΑΖ  = 90Ο . Τα τρίγωνα ΑΓΖ και ΓΕΖ: 

•Είναι ορθογώνια, με ορθές τις ˆΓΑΖ  και ˆΓΕΖ . 
•Έχουν τη ΓΖ κοινή πλευρά. 
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•Έχουν AΓ=ΓE. Άρα τα τρίγωνα ΑΓΖ και ΓΕΖ έχουν κοινή υποτείνουσα και 
μια κάθετη πλευρά, ίσες μία προς μία, επομένως είναι ίσα. Οπότε ZA=ZE 
(καθώς είναι η άλλη κάθετη πλευρά τους). Επομένως το Ζ ισαπέχει από 
τα Α και Ε, άρα ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΕ. Επειδή ΓΑ = ΓΕ,  
το Γ ισαπέχει από τα Α και Ε, άρα ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΕ. 
Επομένως,η ΓΖ είναι η μεσοκάθετος του ΑΕ. 
 

γ. Από την ισότητα των τριγώνων ΓΑΖ και ΓΕΖ προκύπτει ότι ˆΑΓΖ  = ˆΕΓΖ , 
καθώς βρίσκονται απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΖ και ΕΖ. Οπότε η ΓΖ 

είναι διχοτόμος της ˆΑΓΕ . Άρα ˆΑΓΖ  = 
ˆΑΓΕ

2
=

Ο120

2
= 60Ο . 

      Άρα ˆΑΓΖ  = ˆΒΑΓ , οπότε οι ευθείες ΑΒ και ΓΖ που τέμνονται από την ΑΓ                  

σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ˆΑΓΖ  και ˆΒΑΓ  ίσες. Άρα ΑΒ//ΓΖ. 
 

2. Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΒΑ=ΒΓ και ˆ ˆΑ=Γ . Να αποδείξτε ότι: 
α. Το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές. 
β. Οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ τέμνονται κάθετα. 
γ. Το τετράπλευρο που έχει για κορυφές τα μέσα των πλευρών του ΑΒΓΔ 

είναι ορθογώνιο.  

 

 ΛΥΣΗ: 
 

α. Στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ΒΑ = ΒΓ οπότε είναι ισοσκελές. Άρα 1 1
ˆ ˆ =  . Από 

υπόθεση είναι ˆ ˆΑ=Γ , οπότε θα είναι και 2 2
ˆ ˆΑ =Γ  ως διαφορά ίσων γωνιών. 

Συνεπώς το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές. 

 
β. Ονομάζουμε Ρ το σημείο τομής των ΑΓ και ΒΔ. Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΓΒΔ 

έχουν:  
•ΑΔ = ΔΓ, από το ερώτημα α.•ΒΔ, κοινή πλευρά •ΑΒ = ΒΓ, από υπόθεση. 
Σύμφωνα με το κριτήριο Π –Π –Π τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΓΒΔ είναι ίσα οπότε 
έχουν ίσες και τις γωνίες που βρίσκονται απέναντι από τις ΑΔ = ΔΓ, 

δηλαδή θα είναι ˆΑΒΔ  = ˆ . Άρα στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ η ΒΡ είναι 

διχοτόμος,οπότε είναι και ύψος. Ισχύει δηλαδή ˆΑΡΒ= 90Ο, οπότε ΒΔ⊥ΑΓ. 
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γ. Ονομάζουμε Κ, Λ, Μ, Ν τα μέσα των ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντιστοίχως. Στο 

τρίγωνο ΑΒΔ το ΚΝ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΓΔ και ΔΑ αντίστοιχα. 

Άρα ΚΝ // = 
2


 (1). Όμοια, στο τρίγωνο ΓΒΔ είναι ΛΜ // = 

2


 (2). Από 

(1), (2) συμπεραίνουμε ότι ΚΝ // = ΛΜ, οπότε το ΚΛΜΝ είναι 
παραλληλόγραμμο.Στο τρίγωνο ΑΒΓ το ΚΛ ενώνει τα μέσα των ΑΒ και ΑΓ 
άρα ΚΛ // ΑΓ (3). Επειδή ΑΓ ⊥ΒΔ, από τις (1), (3) συμπεραίνουμε ότι     

ΚΛ ⊥ΚΝ, δηλαδή ˆ  = 90Ο . Άρα το παραλληλόγραμμο ΚΛΜΝ έχει μία 

ορθή γωνία, άρα είναι ορθογώνιο. 
 

3. Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τις μεσοκαθέτους μ1, μ2 των πλευρών του ΑΒ 
και ΑΓ, οι οποίες τέμνονται στο σημείο Μ της ΒΓ. 
α. Να αποδείξετε ότι: 

I. Το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με ΟΑ̂=90  

II. Το τετράπλευρο ΑΛΜΚ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 

III. 
4


 = ,όπου Θ το σημείο τομής των ΑΜ και ΚΛ. 

β. Αν Ι σημείο της ΒΓ τέτοιο ώστε 
4


 = , να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο 

ΚΘΙΒ είναι παραλληλόγραμμο. 
 

 

ΛΥΣΗ: 
 

α.  

I.Το σημείο Μ ανήκει στις μεσοκαθέτους μ1, μ2 των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, 
οπότε ισαπέχει από τα σημεία Α, Β, Γ, δηλαδή είναι ΜΑ = ΜΒ (1) και  
ΜΑ = ΜΓ (2). Από τις (1), (2) προκύπτει ότι ΜΒ = ΜΓ, άρα το Μ είναι μέσο 

της ΒΓ και ισχύει 
2


 = . Στο τρίγωνο ΑΒΓ η διάμεσος του ΑΜ ισούται 
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με το μισό της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί, άρα το τρίγωνο είναι 

ορθογώνιο με ΟΑ̂=90 . 

 

II.Το τετράπλευρο ΑΛΜΚ έχει τρείς γωνίες ορθές, την γωνία ˆΚΑΛ  από το I. 

ερώτημα και τις γωνίες ˆΑΛΜ  και ˆΑΚΜ  λόγω των μεσοκαθέτων μ2 και μ1 
των πλευρών ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα. Οπότε το τετράπλευρο ΑΛΜΚ είναι 
ορθογώνιο. 

 

III.Επειδή το ΑΛΜΚ είναι ορθογώνιο, οι διαγώνιοί του ΑΜ και ΚΛ είναι ίσες 
και διχοτομούνται και Θ είναι το κέντρο του.Οπότε είναι 

2

2 2 2 4


  

 = = = =  αφού είναι ΚΛ = ΑΜ και 
2


 = . 

 

β. Στο τρίγωνο ΑΒΜ, τα Κ, Θ είναι μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΑΜ 
αντίστοιχα. Οπότε είναι ΚΘ // ΒΜ άρα είναι ΚΘ // ΒΙ (3). Επίσης είναι 

2

2 2 4


 

 = = =  αφού Μ μέσο του ΒΓ και επειδή το σημείο Ι είναι το 

μέσο του ΒΜ θα είναι 2

2 2 4


 

 = = = . Άρα θα είναι ΚΘ= ΒΙ (4) . 

Οπότε, το τετράπλευρο ΚΘΙΒ είναι παραλληλόγραμμο γιατί έχει δύο 
απέναντι πλευρές του,τις ΚΘ και ΒΙ, ίσες και παράλληλες (σχέσεις (3) και 
(4)). 

 

4.  Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ // ΓΔ και ΑΔ= ΒΓ =ΑΒ. Φέρουμε 
τμήματα ΑΕ και ΒΖ κάθετα στις διαγώνιες ΒΔ και ΑΓ αντίστοιχα .Να 
αποδείξετε ότι: 
α. Τα σημεία Ζ και Ε είναι μέσα των διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα. 
β. ΑΕ =ΒΖ . 
γ. Το τετράπλευρο ΑΕΖΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 
δ. Η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ. 
 

 

 ΛΥΣΗ: 
 

α. Επειδή ΑΔ = ΑΒ, το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ισοσκελές οπότε το ύψος ΑΕ είναι 
και διάμεσος, δηλαδή το Ε είναι μέσο της ΒΔ. Όμοια, επειδή ΑΒ = ΒΓ, το 
τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές οπότε το ύψος ΒΖ είναι και διάμεσος, 
δηλαδή το Ζ είναι μέσο της ΑΓ. 
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β. Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΒΖ είναι ορθογώνια, αφού από υπόθεση είναι      
ΑΕ Ʇ ΒΔ και ΒΖ Ʇ ΑΓ, και έχουν: 
•ΑΒ κοινή πλευρά 
•ΑΖ = BΕ, ως μισά των ίσων διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ του ισοσκελούς 
τραπεζίου. Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΒΖ είναι ίσα γιατί έχουν 
την υποτείνουσα και μια κάθετη πλευρά αντίστοιχα ίσες μία προς μία. 
Οπότε έχουν και την άλλη κάθετη πλευρά τους ίση, δηλαδή ΑΕ = ΒΖ (1). 

 

γ. Τα σημεία Ε και Ζ είναι μέσα των διαγωνίων του τραπεζίου ΑΒΓΔ, άρα θα 

ισχύει ότι ΕΖ // ΑΒ // ΓΔ. Επειδή είναι ˆ  = 90Ο + ˆ  και                
ˆ = 90Ο+ ˆ  θα είναι ˆ  + ˆ  > 180Ο . Επομένως, οι ΑΕ και ΒΖ 

δεν είναι παράλληλες. Άρα, το τετράπλευρο ΑΕΖΒ είναι τραπέζιο γιατί έχει 
μόνο δυο πλευρές του παράλληλες. Επειδή είναι ΑΕ = ΒΖ (λόγω της (1)) 
προκύπτει ότι το τραπέζιο ΑΕΖΒ είναι ισοσκελές. 

 

δ. Επειδή το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ισοσκελές με βάση την ΒΔ, ισχύει ότι:    
ˆ  = ˆ  (2). Ισχύει επίσης ότι ˆ  = ˆ  (3) ως εντός εναλλάξ των 

παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από την ΒΔ. Άρα από τις (2), (3) 

προκύπτει ότι ˆ  = ˆ , δηλαδή η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ̂ . 
 

5. Δίνεται το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ που είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο με 
κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Τα τμήματα ΓΖ και ΒΖ είναι τα εφαπτόμενα τμήματα 
του κύκλου στα σημεία Γ και Β αντίστοιχα. Αν το τμήμα ΘΗ είναι κάθετο στο 
τμήμα ΑΖ στο Ζ , να αποδείξετε ότι: 
α. Το τρίγωνο ΖΒΓ είναι ισόπλευρο. 
β. Το τετράπλευρο ΑΓΖΒ είναι ρόμβος. 
γ. Το τετράπλευρο ΒΓΗΘ είναι ισοσκελές τραπέζιο.  

 
ΛΥΣΗ: 

α. Είναι ΖΒ = ΖΓ ως εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από το Ζ προς τον 
κύκλο. Άρα το τρίγωνο ΖΒΓ είναι ισοσκελές. Οι γωνίες του ισόπλευρου 
τριγώνου ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένες που βαίνουν στα τόξα ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ 
και αφού είναι γωνίες 60ο, τότε τα αντίστοιχα τόξα τους θα είναι τόξα 120ο 

το καθένα. Η γωνία ˆ  = Α̂ = 60ο (γωνία από τη χορδή ΒΓ και την 

εφαπτομένη ΓΖ ίση με την εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο της χορδής). 
Οπότε, το ισοσκελές τρίγωνο ΒΓΖ έχει μία γωνία ίση με 60ο ,άρα είναι 
ισόπλευρο. 
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α. Από το ισόπλευρο τρίγωνο ΒΓΖ έχουμε: ΓΒ = ΓΖ = ΖΒ (1). Από το 
ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ βρίσκουμε: ΑΓ = ΑΒ = ΓΒ (2). Από (1), (2) 
προκύπτει: ΑΓ = ΑΒ = ΓΖ = ΖΒ, δηλαδή το τετράπλευρο ΑΓΖΒ έχει όλες 
τις πλευρές του ίσες, οπότε είναι ρόμβος. 

 

β. Ισχύει ότι: •ΘΗ ⊥ΑΖ, από υπόθεση και 
                 •ΒΓ ⊥ΑΖ, γιατί είναι διαγώνιοι του ρόμβου ΑΓΖΒ και τέμνονται 
κάθετα. Άρα ΒΓ // ΘΗ αφού είναι κάθετες στην ίδια ευθεία ΑΖ. Επομένως 
το τετράπλευρο ΒΓΗΘ είναι τραπέζιο αφού ΒΓ // ΘΗ και οι ΘΒ, ΗΓ δεν 
είναι παράλληλες γιατί τέμνονται στο Α. Επίσης: 

• ˆ ˆ 60==  και  

• ˆ ˆ 60 = =  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των ΒΓ // ΘΗ 

τεμνόμενων από ΑΘ και ΑΗ αντίστοιχα. Άρα το τραπέζιο ΒΓΗΘ είναι 
ισοσκελές γιατί οι γωνίες της βάσης του ΒΗ είναι ίσες. 
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